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ZASADA PRACY WIRTUALNEJ

W rozdziale 1. omoéwiliSmy teori¢ stanu naprezenia. WprowadziliSmy tam pojecia sit powierzchnio-
wych 1 masowych, tworzacych obciazenie ciata. W dalszym ciagu zdefiniowalismy wektor i tensor naprg-
zenia oraz wyprowadziliSmy rownania rézniczkowe rownowagi taczace tensor naprezenia i wektor napre-
zenia lub sily powierzchniowe. Na podstawie rownan rownowagi momentow wykazaliSmy symetri¢ ten-
sora napre¢zenia.

W rozdziale 2. oméwilismy teori¢ stanu odksztatcenia. Zdefiniowalis$my w nim wektor przemieszcze-
nia i tensor odksztalcenia. WyprowadziliSmy réwniez zwiazki geometryczne (kinematyczne) taczace
wektor przemieszczenia z tensorem odksztatcenia.

Na koniec dodajmy, ze wprowadzenie opisanych wyzej poje¢ dotyczacych standw naprgzenia i od-
ksztalcenia byto mozliwe dzigki zalozeniu ciagtosci materii tworzacych badane ciata.

Obecnie pokazemy, ze stany napr¢zenia i obcigzen oraz odksztatcenia i przemieszczenia sa zwigzane
pewna bardzo og6lna zasada, niezalezna od rodzaju materialu. Zasada ta ma podstawowe znaczenie w
mechanice ciat sztywnych i cial odksztatcalnych. Wyjatkowa doniosto$¢ zasady prac wirtualnych jest
gtownym powodem wydzielenia omawianej problematyki w osobnym rozdziale. Dalsze rozwazania do-
tyczace szczegotow wyprowadzenia beda prowadzone z zatozeniem matych deformacji, tzn. przy akcep-
tacji liniowych zwiazkoéw kinematycznych (geometrycznych) definiujacych tensor odksztalcenia Cau-
chy’ego.

Sposréd dowolnych uktadow funkcji 0j; (x1, x2, x3) opisujacych stan napr¢zenia mozna wyodrebnié
takie, ktore spefniaja rownania rozniczkowe rownowagi we wngtrzu ciata (0j;; +G; = 0) oraz naprezenio-
we warunki brzegowe na powierzchni ograniczajacej ciato (0 ;n; = pi(”)). Uktad naprezen spetniajacy te
wymagania nazywamy ukladem statycznie dopuszczalnym. Istotne jest to, ze statycznie dopuszczalnych
uktadow 0j; jest nieskonczenie wiele, gdyz do okreslenia szesciu funkcji
Ojj(x1, x2, x3) dysponujemy tylko trzema rownaniami rézniczkowymi rownowagi wewngtrznej.

Pole odksztalcen jest kinematycznie dopuszczalne, jesli spelia ono zwiazki kinematyczne

&;j = (u; j tu;;)/2, aprzemieszczenia uj(x1, X2, x3) spetniaja kinematyczne warunki brzegowe.
Rozwazmy obecnie ciato o objgtosci V ograniczone zamknigta powierzchnia S. Obliczmy pracg okre-

$lona wyrazeniem:
(a) 1= P WdS +{GhdV = piuidS + Giul-dV,
fros e fref

przy czym wielko$ci &g(xy, x2, x3) oraz u(xy, x, x3) tworza dowolny uklad kinematycznie dopuszczalny,
a Oj(x1, x2, x3) jest dowolnym statycznie dopuszczalnym polem naprezen, bedacym w rownowadze
z sitami powierzchniowymi p;(x1, xo, x3) oraz masowymi G;(x1, X2, X3).

Gestosc sit powierzchniowych p; jest wektorem naprezenia na powierzchni ciata. Dla wspotrzednych

pi obowiazuja wiec zaleznosci (1.7):

(b) pi =0y,

gdzie n; (j = 1, 2, 3) sa kosinusami kierunkowymi normalnych do powierzchni Sy. Pierwsza z catek wy-
stepujacych we wzorze (a) po wykorzystaniu (b) mozna zapisaé w postaci:

(C) Iplu,dS ZJ-(Ujl-ul- )n]dS :J-A]n]dS .
S S S

gdzie
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(d) A4; =0 ju;

1 oznacza wspotrzedne pewnego wektora, okre§lonego na powierzchni ciata.

Wykorzystamy obecnie znany wzor Greena-Gaussa-Ostrogradskiego na zamiang catki powierzch-
niowej na objegtosciowa:

skad
1) (0 jiu)n;dS = [ (0 u;),; dV = (0}; ju; +0ju;;)dV .
O
Uzyskany rezultat podstawimy do zalezno$ci (a):
(g) 1 :J.p,-ul-dS +J'Gl-ul-dV :J.[( Jirj +G )u ]dV + UJlUleV
V V

Wyrazenie w nawiasie O ; ; + G; na podstawie rownan rozniczkowych rownowagi (1.9) jest rowne zeru.

J’ J
Roézna od zera pozostaje zatem tylko druga catka objgtosciowa. Przeksztalcimy ja nastgpujaco:
(h) Gjiul-yjdV = 0] +(}.%j dV gjdV

fomr= o

We wzorze (h) wykorzystaliSmy symetrig tensora naprezenia 0 = Oj;, rozklad gradientu przemiesz-
czen na tensor odksztatcenia i tensor obrotu oraz fakt, ze iloczyn tensora symetrycznego i skos$nie syme-
trycznego jest rowny zeru, tzn. 0j;w; = 0
Po podstawieniu wzoru (%) do zaleznos$ci (a) otrzymujemy poszukiwane rownanie pracy wirtualnej, sta-
nowiace esencj¢ zasady pracy wirtualne;j:

J'p,u dS+J'GudV J’a &dV . (3.1)

Roéwnanie (3.1) jest bardzo ogdlne, gdyz pomiedzy wielkosciami statycznymi i kinematycznymi nie
musi zachodzi¢ Zaden zwiqzek przyczynowy. Od pol naprezen i przemieszczen wymagamy jedynie, by
byty odpowiednio statycznie i kinematycznie dopuszczalne. Przy wyborze tych pol mamy zatem bardzo
duzo swobody. Zazwyczaj jest tak, ze jedno z omawianych pol jest rzeczywiste, a drugie fikcyjne (wy-
mys$lone, uprzednio przygotowane), czyli wirtualne. Stad wtasnie pochodzi nazwa zasady.

Mozna przyja¢, ze wielko$ci statyczne p;, Gj; oraz 0y sa wielko$ciami rzeczywistymi, a wielkosci u;
oraz &; tworza pewien dowolnie obrany (wirtualny) uktad kinematycznie dopuszczalny. Rownanie (3.1)
odnosi si¢ wowczas do tzw. wirtualnego stanu przemieszczen i jest pewna kombinacja rOwnan réwno-
wagi stuzaca do wyznaczania rzeczywistych wielkosci statycznych. Wowczas rownanie pracy wirtualnej
mozna zapisa¢ w postaci:

J’p,udS+IGudV J’aedV (3.2)

gdzie wielkosci wirtualne zaznaczono nadkresleniem.
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Jezeli z kolei wielkosci kinematyczne u; oraz &; sa rzeczywiste, a wielko$ci statyczne p;, G; oraz Oy
tworza pewien dowolnie przyjety (wirtualny) uktad statycznie dopuszczalny, to rownanie (3.1) odnosi sig
do tzw. wirtualnego stanu napreZen 1 stuzy zazwyczaj do obliczania rzeczywistych wielkosci kinema-
tycznych. Wtedy zasadg prac wirtualnych mozna zapisaé nastgpujaco:

N V 4

Rownanie (3.1) moze, rzecz jasna, zawieraC wytacznie wielko$ci rzeczywiste, tzn. naprg¢zenia, prze-
mieszczenia i odksztalcenia wywotane przez dziatanie sit powierzchniowych i masowych. Odpowiada to
twierdzeniu Clapeyrona, ktore bedzie przedstawione w rozdziale 6. W koncu oba pola kinematyczne i
statyczne, moga by¢ wirtualne. Przydatnosc¢ takiej postaci zasady pracy wirtualnej wydaje si¢ jednak zni-
koma.

Podkresli¢ trzeba raz jeszcze, ze posta¢ rownania (3.1) jest wazna dla osrodka ciaglego uformowanego
z dowolnego materiatu, wykazujacego mate odksztalcenia i mate przemieszczenia. W przypadku duzych
deformacji réwnanie pracy wirtualnej ma nieco inna posta¢, uwzgledniajaca inne miary odksztatcen i
naprezen.

Zasada prac wirtualnych jest takze stuszna, jezeli zamiast wielkosci skonczonych wstawimy ich przy-
rosty lub predkosci, speiajace wymagania dopuszczalno$ci. Na przyktad w mechanice ciat plastycznych
bardzo uzyteczne jest rownanie mocy wirtualnej, w ktorym wystepuja rzeczywiste wielkosci statyczne i
wirtualne pola predkos$ci przemieszczen #; oraz predkosci odksztatcen é‘ij :

S V 14

Dla uktadéw ciat sztywnych, ktorych odksztatcenia sa z zatozenia rowne zeru, prawa strona rownania
(3.1) znika, co prowadzi do zalezno$ci:

IpiuidS +IGi”idV =0 (35)
S V

lub
Z&&=0 (3.6)
k

Wzory (3.5) i (3.6) obowiazuja jednak tylko dla bardzo matych przemieszczen. lloczyn P, 1 4A; ma sens

pewnej pracy (sita X przemieszczenie liniowe lub moment X kat obrotu). Symbolem P} oznaczono uogo6l-
nione sity wypadkowe, tzn. sity skupione lub momenty statyczne sil, a symbol A; oznacza rzut wektora

przemieszczenia liniowego (lub katowego) na kierunek danego wektora wypadkowego Py, .
Bardziej ogodlna jest posta¢, w ktorej przemieszczenia sa zastapione predkosciami przemieszczen.
Woéwczas przemieszczenia moga by¢ dowolnie duze. W tym przypadku

Im%ﬂ%+1@%m@:o. (3.7)
S, o
lub
Zagzu (3.8)
k

lloczyn B i Ak ma teraz sens pewnej mocy (sita X predkos¢ liniowa lub moment X predkos¢ kata obro-
tu). Symbol Ak oznacza rzuty wektoréw predkosci liniowych (lub katowych) na kierunek linii dziatania

sity Py.
Zakres zastosowan zasady prac wirtualnych jest niezwykle duzy. Przekonamy si¢ o tym, studiujac
dalsze rozdziaty.

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Politechnika Poznanska — biblioteka elektroniczna



